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摘　要　大气季节内振荡最显著的特征之一就是其复杂多变的传播特征。为了进一步分析大气季节内振荡的传播特征及其

不同传播方向分量的不同作用，基于波的传播理论，对时空谱分析进行了发展，提出了时空二维波传播分解方法，并用理想

函数验证了其正确性和可行性。结果表明：对任一时空二维序列，采用此方法均可正确地分解得到空间上具有不同传播方向

的３部分分量：前进波、后退波和驻波分量。之后，对向外长波辐射（ＯＬＲ）、２００和８５０ｈＰａ纬向风的东传、西传分量以及驻波

分量分别进行联合经验正交函数（ＣＥＯＦ）分析。结果表明，在东传分量上，热带大气季节内振荡主要表现为纬向１波的向东
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传播，与对流层高、低层纬向风呈现反位相的斜压结构，和未分解的情况相比，前两个主要模态重要性的排序出现了颠倒，说

明通过时空二维波传播分解，避开了各分量之间的相互影响，进一步揭示了前两个模态的物理意义及其在季节内振荡中的重

要性；在西传分量上，热带大气季节内振荡主要表现为纬向２—３波的向西传播；驻波分量主要表现出印度洋和太平洋的反位

相结构。对热带地区大气季节内振荡的东、西分量的分析，深化了对热带大气季节内振荡东传、西传特征的了解，这对于热带

大气季节内振荡更加准确预报及其物理模型的建立有着重要的意义。时空二维波传播分解方法改变了原有分析方法仅对各

变量进行整体分析的思路，为进一步了解大气季节内振荡现象提供了一个新的视角和工具。

关键词　时空二维波传播分解，大气季节内振荡，联合经验正交函数分析

中图法分类号　Ｐ４６２．４

１　引　言

时空谱分析是一种可用于诊断研究大气运动

中时间尺度和空间尺度之间所存在的可能联系的方

法。黄嘉佑等（１９８４）对时空谱分析进行了系统的

介绍。之后，Ｓｔｏｒｃｈ等（１９９９）也对时空谱分析方法

进行了回顾。时空谱分析最初的概念是由Ｄｅｌａｎｄ

（１９６４）提出的，将行星波的空间傅立叶系数作为时

间变数进行正交谱分析，用来表示移动波的功率谱，

并以正交谱的符号表示移动波的东西方向。Ｋａｏ

（１９６８）对此方法从理论上做了论证。之后不少科学

家在这方面做了工作，其中最为突出的是 Ｈａｙａｓｈｉ，

从１９７１年开始做了大量的工作，有力地推动了时

空谱分析方法的逐步完善和发展（Ｈａｙａｓｈｉ，１９７１ａ，

１９７１ｂ，１９７３，１９７７，１９７９，１９８２）。Ｐｒａｔｔ（１９７６）对

时空谱分析所得到的各量进行了解释，建议采用单

边时空谱定义，从而更好地确定驻波及移动波的作

用。Ｈａｙａｓｈｉ等（１９９３）将时空谱分析方法用于研

究热带大气季节内振荡（ＭａｄｄｅｎＪｕｌｉａｎＯｓｃｉｌｌａ

ｔｉｏｎ，ＭＪＯ）。此后，时空谱分析方法被众多气象学

家广泛地应用于气象研究中。

大气季节内振荡（ＩＳＯ）是大气环流的重要组成

部分之一，其活动对热带地区和副热带地区的天气

气候都有着重要的影响。由于季节内振荡的时间尺

度介于月、季之间，与长期天气预报和短期气候预测

有着密切联系，一直是大气科学前沿研究课题之一。

自２０世纪７０年代初 Ｍａｄｄｅｎ等（１９７１，１９７２）发现

大气季节内振荡以来，中外气象学家已经对其结构、

活动规律以及其对天气气候的影响进行了一系列的

研究（Ｍｕｒａｋａｍｉ，ｅｔａｌ，１９８４，１９８６；Ｌａｕ，ｅｔａｌ，

１９８５，１９８６；Ｚｈｕ，ｅｔａｌ，２００３；祝从文等，２００４；董

敏等，２００４；何金海等，２００６；刘芸芸等，２００６；

Ｚｈａｎ，ｅｔａｌ，２００６；占瑞芬等，２００８）。

大气季节内振荡最为显著的特征之一就是其复

杂多变的传播特征。已有的研究指出，大气季节内

振荡的传播主要分为纬向和经向传播。在纬向上热

带地区大气季节内振荡多表现为向东传播的特征

（Ｍａｄｄｅｎ，ｅｔａｌ，１９９４；Ｚｈａｎｇ，２００５；李崇银，

１９９３），但有时东传现象并不明显，甚至出现西传现

象，而在赤道地区以外的副热带大气中，大气季节内

振荡则以西传为主（李崇银，１９９３；Ｈｕａｎｇ，１９９４；

李崇银等，１９９０，２００３），有时也会出现东传现象；

经向上的传播则表现为３０°Ｎ以南地区从赤道向北

传播，而３０°Ｎ以北地区从中高纬度向南传播（Ｙａ

ｓｕｎａｒｉ，１９８０；Ｃｈｅｎ，ｅｔａｌ，１９８８；Ｒｕｉ，ｅｔａｌ，

１９９０）。

不同于ＥＮＳＯ或热带台风的变化，大气季节内

振荡的变化非常复杂。由于大气季节内振荡本身传

播特征的复杂性，其定量化研究更具有挑战性。通

常采用的方法（如：纬度时间剖面图，扩展经验正交

函数分析、联合经验正交函数分析等）在描述波的传

播特征方面存在着很大的困难。为了进一步了解大

气季节内振荡的传播特征及其不同传播方向分量对

天气气候现象的影响，本文基于波的传播理论，对

时空谱分析进行了发展，提出了时空二维波传播

分解方法。时空谱分析方法仅能用于诊断研究大

气运动中时间尺度和空间尺度之间存在的可能联

系，而不能分析各分量的空间结构特征以及传播特

征。采用时空二维波传播分解方法，按照波传播方

向的不同，将时空二维变量进行分解，得到前进波、

后退波、驻波３部分分量，突破了原有分析方法仅对

各变量进行整体分析的局限性，可以从一个新的角

度来进一步研究大气季节内振荡现象。

２　资　料

本文所用的资料主要包括：美国ＮＯＡＡ提供的

由极轨卫星观测数据插值得到的逐日向外长波辐射

（ＯＬＲ）资 料 （Ｌｉｅｂｍａｎｎ，ｅｔａｌ，１９９６）；ＮＣＥＰ／
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ＮＣＡＲ的再分析资料，主要选用了２００和８５０ｈＰａ

逐日的纬向风。

ＯＬＲ资料和 ＮＣＥＰ／ＮＣＡＲ再分析资料均为

１９７９年１月１日—２００６年１２月３１日，空间分辨率

为２．５°×２．５°，为了方便处理，闰年２月２９日均已

略去，即每年取３６５ｄ。

３　时空二维波传播分解方法

３．１　基本思路

大气环流是多种空间尺度和多种时间尺度的综

合运动，而某一空间尺度的运动又往往与某一特定

的时间尺度相联系，从而表征大气运动中某一特定

的物理过程。大尺度天气系统的运动基本上是平行

于地面的，这样时空谱分析就是将一维空间、一维

时间同时考虑的分析方法（黄嘉佑等，１９８４）。本文

在这一基础上，同时考虑时间和空间二维，将原始变

量进行分解，从而得到空间上具有不同传播方向的

３部分分量。

对于任一实数的时空序列犉（λ，狋），其中λ为空

间，狋为时间，均可以看作是由多个具有不同时空

特征的波叠加混合而成的，而这些单个的波又很容

易用三角函数来描述。在此基础上，根据各个波的

空间传播特征，将其归为３类，即向前传播、向后传

播及空间没有传播特征的波，这样就将原始的时空

二维序列，分解为前进波、后退波及驻波３部分分

量。

基于上述考虑，参考时空谱分析的 Ｈａｙａｓｈｉ方

法（Ｈａｙａｓｈｉ，１９７１ａ，１９７１ｂ，１９７３；黄嘉佑等，１９８４），

首先用正弦函数和余弦函数集表示时空二维序列，

将时空二维序列犉（λ，狋）展开为

犉（λ，狋）＝∑
∞

犽＝０
∑
∞

ω＝０

　　　　　　　　　　　　

［犆犽，＋ωｃｏｓ（犽λ－ω狋－φ犽，＋ω）＋

犆犽，－ωｃｏｓ（犽λ＋ω狋＋φ犽，－ω）］

　　 ＝∑
∞

犽＝０

［犃犽（狋）ｃｏｓ（犽λ）＋犅犽（狋）ｓｉｎ（犽λ）］（１）

其中，ω＝
２π犾
犜
为圆频率，犜为该序列的时间长度，犾

为时间波数；犽为空间波数，λ为经度／纬度，狋为时

间变量。犃犽（狋）、犅犽（狋）为该时空二维序列空间展开

的傅立叶系数（如果是在整个纬圈上进行计算，亦称

为纬向谐波系数）。±ω分别代表前进波和后退波，

犆犽，＋ω和犆犽，－ω为前进波和后退波的振幅，φ犽，＋ω和

φ犽，－ω为前进波和后退波的初位相。

将空间傅立叶展开系数的时间序列 犃犽（狋）、

犅犽（狋）分别在时间上进行傅立叶展开

犃犽（狋）＝∑
∞

犾＝０

（犪犽犾ｃｏｓ（ω狋）＋犫犽犾ｓｉｎ（ω狋）） （２）

犅犽（狋）＝∑
∞

犾＝０

（犮犽犾ｃｏｓ（ω狋）＋犱犽犾ｓｉｎ（ω狋）） （３）

其中，

犪犽犾 ＝犆犽，＋ωｃｏｓφ犽，＋ω＋犆犽，－ωｃｏｓφ犽，－ω （４）

犫犽犾 ＝－犆犽，＋ωｓｉｎφ犽，＋ω－犆犽，－ωｓｉｎφ犽，－ω （５）

犮犽犾 ＝犆犽，＋ωｓｉｎφ犽，＋ω－犆犽，－ωｓｉｎφ犽，－ω （６）

犱犽犾 ＝犆犽，＋ωｃｏｓφ犽，＋ω－犆犽，－ωｃｏｓφ犽，－ω （７）

上述犪犽犾、犫犽犾、犮犽犾、犱犽犾分别为空间傅立叶展开系数的时

间序列犃犽（狋）、犅犽（狋）进一步傅立叶展开的系数。时

空谱分析中的时空功率谱，即是采用犪犽犾、犫犽犾、犮犽犾、犱犽犾４

个傅立叶展开系数计算得到的。前进波、后退波以及

驻波的时空功率谱计算公式（黄嘉佑等，１９８４）为

犘犽，±ω（犉）＝
１

４

１

２
（犪２犽犾＋犫

２
犽犾）＋

１

２
（犮２犽犾＋犱

２
犽犾）±（犪犽犾犱犽犾－犫犽犾犮犽犾［ ］）

犘犽，ω＝０（犉）＝
１

４

１

２
（犪２犽犾＋犫

２
犽犾）－

１

２
（犮２犽犾＋犱

２
犽犾［ ］）

２

＋
１

２
（犪犽犾犮犽犾－犫犽犾犱犽犾［ ］）槡

烅

烄

烆

２
（８）

　　时空谱中纯移动波谱的计算表达式为

犘犕犽，±ω（犉）＝犘犽，±ω（犉）－
１

２
犘犽，ω＝０（犉） （９）

　　本文在上述Ｈａｙａｓｈｉ方法的推导基础上进行了

发展，基于这４个傅立叶展开系数（犪犽犾、犫犽犾、犮犽犾、犱犽犾），

按照波的传播方向的不同，将同一方向传播的波进

行了合成，从而得到前进波、后退波及驻波３部分分

量。即，通过分解可以将时空二维序列犉（λ，狋）分解

为３部分

犉（λ，狋）＝犉０（λ，狋）＋犉＋ （λ，狋）＋犉－ （λ，狋） 　（１０）

其中，犉０（λ，狋）、犉＋（λ，狋）、犉－（λ，狋）分别为驻波、前进

波及为后退波分量。前进波与后退波分量的传播方

向相反。

上述３部分分量的表达式分别为
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犉０（λ，狋）＝∑
∞

犽＝０

［犆犽，０ｃｏｓ（犽λ－φ犽，０）＋犆犽，０ｃｏｓ（犽λ＋φ犽，０）］　　　　　　　 （１１）

犉＋ （λ，狋）＝∑
∞

犽＝０
∑
∞

ω＝１

犆犽，＋ωｃｏｓ（犽λ－ω狋－φ犽，＋ω）　　　　　　　　　　　　　

＝∑
∞

犽＝０
∑
∞

ω＝１

［犆犽，＋ωｃｏｓφ犽，＋ωｃｏｓ（犽λ－ω狋）＋犆犽，＋ωｓｉｎφ犽，＋ωｓｉｎ（犽λ－ω狋）］ （１２）

犉－ （λ，狋）＝∑
∞

犽＝０
∑
∞

ω＝１

犆犽，－ωｃｏｓ（犽λ＋ω狋－φ犽，－ω）　　　　　　　　　　　　　

＝∑
∞

犽＝０
∑
∞

ω＝１

［犆犽，－ωｃｏｓφ犽，－ωｃｏｓ（犽λ＋ω狋）－犆犽，－ωｓｉｎφ犽，－ωｓｉｎ（犽λ＋ω狋）］ （１３）

　　以上３个表达式中各三角函数的系数均可通过

４个傅立叶展开系数犪犽犾、犫犽犾、犮犽犾、犱犽犾计算得到。

３．２　计算步骤

基于３．１节的基本思路，在实际计算中，对于已

知的时空序列犉（λ，狋），时空二维波传播分解方法

的完成需经过以下４步

（１）在每个时刻计算时空序列犉（λ，狋）空间展开

的２个傅立叶系数犃犽（狋）和犅犽（狋）（如果是在整个纬

圈上进行计算，则这２个系数也常被称为纬向谐波

系数）。

（２）在每个空间波数犽上，分别对第一步得到的

２个傅立叶系数犃犽（狋）和犅犽（狋）在时间上进行傅立叶展

开，从而得到４个傅立叶系数（犪犽犾、犫犽犾、犮犽犾、犱犽犾）。

（３）计算合成新序列时所需要用到的参数，其中

主要是对犪犽犾、犫犽犾、犮犽犾、犱犽犾的计算，因为需要的参数都

是由这４个系数计算得到的。其中主要用到的表达

式为

犆犽，＋ωｃｏｓφ犽，＋ω ＝
１

２
（犪犽犾＋犱犽犾） （１４）

犆犽，＋ωｓｉｎφ犽，＋ω ＝
１

２
（－犫犽犾＋犮犽犾） （１５）

犆犽，－ωｃｏｓφ犽，－ω ＝
１

２
（犪犽犾－犱犽犾） （１６）

犆犽，－ωｓｉｎφ犽，－ω ＝－
１

２
（犫犽犾＋犮犽犾） （１７）

　　（４）计算时空序列犉（λ，狋），经过时空二维波传

播分解方法分解得到３部分新的时空序列，即：犉０

（λ，狋）驻波分量，犉＋（λ，狋）前进波分量，犉－（λ，狋）后退

波分量。

４　方法验证

为了验证本文提出方法的正确性和可行性，需

要对其进行检验。通过利用已知的理想函数，构造

新的时空序列，此序列是由具有不同传播方向的理

想函数合成的。之后，对构造的新时空序列进行

时空二维波传播分解，将得到的分量与构造前的理

想函数进行比较，通过前后是否一致，来验证时空

二维波传播分解方法的可行性和有效性。

４．１　理想函数验证

首先，选择具有相同传播方向的２个理想函数，

构造时空序列犳（狓，狋）

犳（狓，狋）＝ｃｏｓ（（狓－１）δ狓＋ω狋）＋

ｃｏｓ（２（狓－１）δ狓＋２ω狋） （１８）

　　图１给出了上述理想时空序列犳（狓，狋）的时空

分布情况。时空序列犳（狓，狋）的表达式说明，该时

空序列只具有单向传播特征（随着时间向西传播），

而随着时间向东传播的分量和驻波分量均为零。

　　对上述理想函数构造的只具有单向传播特征的

图１　理想函数构造的具有单向传播

特征的时空序列犳（狓，狋）的时空分布

Ｆｉｇ．１　Ｔｉｍｅｓｐａｃｅｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆ

ｔｈｅｕｎｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｌｙｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｔｉｍｅ

ｓｐａｃｅｓｅｒｉｅｓ／ｆｕｎｃｔｉｏｎ犳（狓，狋），ｗｈｉｃｈｉｓ

ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｂｙｔｈｅｉｄｅａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ
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时空序列犳（狓，狋），进行时空二维波传播分解，得到

３部分分量。可以看出，分解得到的驻波分量和随

时间向东传播的分量均为零。图２给出了时空二

图２　理想函数构造的单向传播的时空

序列犳（狓，狋）经过时空二维波传播分解

后得到的随时间向西传播的分量的时空分布

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｓｐａｃｅｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅ

ｗｅｓｔｗａｒｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｃｏｍｐｏｎｅｎｔｄｅｒｉｖｅｄ

ｖｉａｔｈｅＳｐａｃｅＴｉｍｅＷａｖｅＰｒｏｐａｇａｔｉｎｇ

Ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ（ＳＴＷＰＤ）ｏｆｔｈｅｕｎｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｌｙ

ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｔｉｍｅｓｐａｃｅｓｅｒｉｅｓ犳（狓，狋），

ｗｈｉｃｈｉｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｂｙｔｈｅｉｄｅａｌｆｕｎｃｔｉｏｎ

维波传播分解所得到的随时间向西传播的分量的

时空分布。

　　图１和２对照可以看到二者是完全一致的。这

说明对于具有单向传播特征的理想函数，时空二维

波传播分解方法对其可以正确地进行分解，得到的

结果和理想函数的情况是一致的。

其次，选择具有不同传播方向的几个理想函数，

构造时空序列犉１（狓，狋）

犉１（狓，狋）＝犳１（狓，狋）＋犳２（狓，狋）　　 （１９）

其中，

犳１（狓，狋）＝ｃｏｓ（（狓－１）δ狓＋ω狋）＋

ｃｏｓ（２（狓－１）δ狓＋２ω狋） （２０）

犳２（狓，狋）＝ｃｏｓ（（狓－１）δ狓－ω狋）＋

ｃｏｓ（２（狓－１）δ狓－２ω狋） （２１）

　　时空序列犉１（狓，狋）的表达式说明：该时空序列

具有双向传播特征（随时间向西传播和随时间向东

传播），而驻波分量为零。

图３给出了上述理想时空序列犉１（狓，狋）的时

空分布情况，以及合成犉１（狓，狋）的随时间向东和向

西传播的两个分量犳１（狓，狋）和犳２（狓，狋）的时空分布

情况。

图３　理想函数构造的具有双向传播特征　　　

的时空序列犉１（狓，狋）的时空分布，　　　
以及合成犉１（狓，狋）的两部分具有不同传播　　　
方向的分量犳１（狓，狋）和犳２（狓，狋）的时空分布　　　

（ａ．向东传播的分量犳２（狓，狋），ｂ．向西传播的分量犳１（狓，狋），　　　

ｃ．时空序列犉１（狓，狋））　　　

Ｆｉｇ．３　ＡｓｉｎＦｉｇ．１ｂｕｔｆｏｒｔｈｅｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｌｙ　　　

ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｔｉｍｅｓｐａｃｅｓｅｒｉｅｓ犉１（狓，狋）．　　　
（ａ）ｔｈｅｅａｓｔｗａｒｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｃｏｍｐｏｎｅｎｔ犳２（狓，狋），　　　

（ｂ）ｔｈｅｗｅｓｔｗａｒｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ　　　

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ犳１（狓，狋）ａｎｄ（ｃ）犉１（狓，狋）　　　
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　　对上述理想函数构造的具有双向传播特征的

时空序列犉１（狓，狋），进行时空二维波传播分解，得

到３部分分量。可以看出，分解得到的驻波分量为

零。图４给出了时空二维波传播分解所得到的各

分量的时空分布情况和由各分量合成的时空序列

的时空分布情况。

图４　理想函数构造的具有双向传播　　　

特征的时空序列犉１（狓，狋）经过时空　　　
二维波传播分解后得到的东传分量、　　　
西传分量以及由东传分量和西传分量　　　

合成的时空序列的时空分布　　　
（ａ．向东传播的分量，ｂ．向西传播的分量，　　　

ｃ．由东传分量和西传分量合成的时空序列）　　　

Ｆｉｇ．４　ＡｓｉｎＦｉｇ．２ｂｕｔｆｏｒｔｈｅｔｉｍｅｓｐａｃｅｓｅｒｉｅｓ犉１（狓，狋）．　　　

Ｔｈｅｅａｓｔｗａｒｄ（ａ）ａｎｄｗｅｓｔｗａｒｄ（ｂ）ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ　　　

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｄｅｒｉｖｅｄｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅＳｐａｃｅＴｉｍｅＷａｖｅ　　　

ＰｒｏｐａｇａｔｉｎｇＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ（ＳＴＷＰＤ）；　　　
（ｃ）ｔｈｅｔｉｍｅｓｐａｃｅｓｅｒｉｅｓｃｏｍｂｉｎｅｄｂｙ（ａ）ａｎｄ（ｂ）　　　

　　图３和４对照可以看到东传和西传分量以及由

二者合成的时空序列，在时空二维波传播分解前

后是完全一致的。这说明对于具有双向传播特征的

理想函数构造的时空序列犉１（狓，狋），时空二维波传

播分解方法对其可以正确的进行分解，分解得到的

结果和分解前各部分理想函数的时空分布情况是

一致的。

最后，选择具有不同传播方向的几个理想函数

以及随时间没有传播特征的理想函数，构造时空序

列犉２（狓，狋）

犉２（狓，狋）＝犳１（狓，狋）＋犳２（狓，狋）＋犳３（狓，狋） （２２）

其中，

犳１（狓，狋）＝ｃｏｓ（（狓－１）δ狓＋ω狋）＋　

ｃｏｓ（２（狓－１）δ狓＋２ω狋） （２３）

犳２（狓，狋）＝ｃｏｓ（２（狓－１）δ狓－２ω狋）＋

ｃｏｓ（２（狓－１）δ狓－ω狋） （２４）

犳３（狓，狋）＝ｃｏｓ（（狓－１）δ狓）　　　　 （２５）

　　时空序列犉２（狓，狋）的表达式说明，该时空序列

具有双向传播特征（随时间向西传播和随时间向东

传播），同时驻波分量不为零，而是随经度变化，但随

时间没有传播特征。

图５给出了上述理想时空序列犉２（狓，狋）的时

空分布，以及合成犉２（狓，狋）随时间向东传播和向西

传播的２个分量犳１（狓，狋）和犳２（狓，狋）的时空分布，

同时还给出了随时间没有传播特征的驻波分量

犳３（狓，狋）的时空分布。

　　对上述理想函数构造的具有双向传播特征以及

随时间没有传播特征的时空序列犉２（狓，狋），进行时

空二维波传播分解，得到３部分分量。可以看出，分

解得到的驻波分量不为零。图６给出了时空二维

波传播分解所得到的各分量的时空分布情况和由

各分量合成的时空序列的时空分布。
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图５　理想函数构造的具有双向传播特征的时空序列犉２（狓，狋）的时空分布，

以及合成犉２（狓，狋）的３部分具有不同传播方向的分量犳１（狓，狋）和

犳２（狓，狋）的时空分布情况和随时间没有传播特征的驻波分量犳３（狓，狋）的时空分布

（ａ．驻波分量犳３（狓，狋），ｂ．向东传播的分量犳２（狓，狋），ｃ．向西传播的分量犳１（狓，狋），ｄ．时空序列犉２（狓，狋））

Ｆｉｇ．５　ＡｓｉｎＦｉｇ．１ｂｕｔｆｏｒｔｈｅｔｈｒｅｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｌｙｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｔｉｍｅ－ｓｐａｃｅｓｅｒｉｅｓ犉２（狓，狋）．

（ａ）ｔｈｅｓｔａｔｉｏｎａｒｙｗａｖｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔ犳３（狓，狋）；（ｂ）ｔｈｅｅａｓｔｗａｒｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｃｏｍｐｏｎｅｎｔ犳２（狓，狋），

（ｃ）ｔｈｅｗｅｓｔｗａｒｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｃｏｍｐｏｎｅｎｔ犳１（狓，狋），ａｎｄ（ｄ）犉２（狓，狋）

　　对照图５和６可以看到东传、西传和驻波分量

以及由３者合成的时空序列，在时空二维波传播

分解前后是完全一致的。这说明对于由具有双向传

播特征的理想函数和随时间没有传播特征的理想函

数构造的时空序列犉２（狓，狋），时空二维波传播分解

方法对其可以正确进行分解，结果和分解前各部分

理想函数的时空分布情况是一致的。

在不同情况下，对由理想函数构造得到的时空

序列进行时空二维波传播分解，分析可知，分解得

到的分量的时空分布情况和构造时空序列的理想

函数的时空分布情况是一致的。这从理想函数的

角度验证了时空二维波传播分解方法的正确性和

可行性。

４．２　再分析资料验证

通过理想函数验证了时空二维波传播分解方

法的正确性和可行性后，本文进一步将其用于再分

析资料。采用时空二维波传播分解方法，主要分析

了ＯＬＲ资料和 ＮＣＥＰ／ＮＣＡＲ提供的２００和８５０

ｈＰａ纬向风再分析资料，其中气候态选用１９７９年１

月１日—２００６年１２月３１日２８ａ的平均。

Ｗｈｅｅｌｅｒ和 Ｈｅｎｄｏｎ（ＷＨ０４）采用联合经验正

交函数分析方法，通过对ＯＬＲ、８５０和２００ｈＰａ纬向

风的分析提出了一个可用于追踪、预报热带大气季

节内振荡活动情况的指数 （Ｗｈｅｅｌｅｒ，ｅｔａｌ，２００４）。

本文以此为例，对ＯＬＲ、８５０和２００ｈＰａ纬向风进行

了分析，带通滤波的时长为３０—６０ｄ，选用Ｌａｎｃｚｏｓ

滤波器（Ｄｕｃｈｏｎ，１９７９）。
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图６　理想函数构造的具有双向传播特征的时空序列犉２（狓，狋）经过时空二维波传播

分解后得到的各分量的时空分布，以及由各分量再次合成得到的时空序列的时空分布

（ａ．驻波分量，ｂ．向东传播的分量，ｃ．向西传播的分量，ｄ．由ａ、ｂ、ｃ再次合成得到的时空序列）

Ｆｉｇ．６　ＡｓｉｎＦｉｇ．２ｂｕｔｆｏｒｔｈｅｔｉｍｅｓｐａｃｅｓｅｒｉｅｓ犉２（狓，狋）．（ａ）ｔｈｅｓｔａｔｉｏｎａｒｙｗａｖｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔ；

（ｂ）ｔｈｅｅａｓｔｗａｒｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｃｏｍｐｏｎｅｎｔ；（ｃ）ｔｈｅｗｅｓｔｗａｒｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｃｏｍｐｏｎｅｎｔ；

（ｄ）ｔｈｅｓｐａｃｅｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｃｏｍｂｉｎｅｄｂｙ（ａ），（ｂ）ａｎｄ（ｃ）

　　图７给出了ＯＬＲ、８５０和２００ｈＰａ纬向风经过

ＣＥＯＦ分析得到的前２个模态的空间分布以及对应

的时间系数的超前滞后相关情况。两个模态总的解

释方差分别为２６．１７％和２３．９２％，可以与其他

ＣＥＯＦ模态很好地分离开来（第３个模态总的解释

方差为６．３％，各模态分离的判断标准见 Ｎｏｒｔｈ等

（１９８２））。２个模态中各变量独自的解释方差在图

中均已标出。从物理意义而言，第１模态（ＣＥＯＦ１）

描述的是非常熟悉的情况，即热带大气季节内振荡

（ＩＳＯ）在印太交界处发生对流的加强活动（负的

ＯＬＲ异常），此时，对流层低层（８５０ｈＰａ）的西风异

常自印度洋地区一直扩展到了印太交界处，而对流

层低层的东风异常则存在于整个太平洋地区，对流

层高层（２００ｈＰａ）纬向风异常的空间分布情况和低

层情况正好相反；第２模态（ＣＥＯＦ２）描述的情况则

是，热带大气季节内振荡的对流活动加强发生在太

平洋地区（即，负的 ＯＬＲ 异常出现在 １２０°Ｅ—

１８０°），对流层高层（２００ｈＰａ）的东风异常出现在９０°

Ｅ—１８０°，９０°Ｅ以西和１８０°以东为西风异常，而对流

层低层（８５０ｈＰａ）纬向风异常的空间分布和高层正

好相反。在这２个主要模态中，对流层高层的东风

异常和低层的西风异常均出现在深对流活动的近旁

及其西侧。作为一对整体考虑，这２个主要模态的

情况说明大气季节内振荡在热带地区表现为大尺度

的运动特征。图７ｃ给出了前２个模态所对应时间

系数的超前滞后相关情况。可以看出前２个模态是

密切相关的，当ＰＣ１超前（滞后）于ＰＣ２约１０ｄ时，

ＰＣ１和ＰＣ２的相关系数大于０．８。ＰＣ１和ＰＣ２的

超前滞后关系以及２个主要模态的空间分布情况表

明，热带大气季节内振荡的对流降水和纬向风以约
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图７　ＯＬＲ、８５０和２００ｈＰａ纬向风３个变量　　　
３０—６０ｄ滤波且１５°Ｓ—１５°Ｎ平均之后，　　　
联合ＥＯＦ分析所得到的前两个空间模态的　　　
分布情况，以及前两个模态对应的时间　　　
系数ＰＣ１和ＰＣ２的超前滞后相关情况　　　

（ａ．ＣＥＯＦ１，ｂ．ＣＥＯＦ２，ｃ．ＰＣ１和ＰＣ２的超前滞后相关曲线）　　　

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｆｉｒｓｔ（ａ）ａｎｄｓｅｃｏｎｄ（ｂ）ｃｏｍｂｉｎｅｄＥＯＦ　　　
（ＣＥＯＦ）ｍｏｄｅｓｏｆｔｈｅ３０－６０ｄｆｉｌｔｅｒｅｄＯＬＲ，ａｎｄ　　　
ｔｈｅ８５０ａｎｄ２００ｈＰａｚｏｎａｌｗｉｎｄｓａｖｅｒａｇｅｄｏｖｅｒ　　　

１５°Ｓ－１５°Ｎ，ａｓｗｅｌｌａｓｔｈｅｌｅａｄｌａｇｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ　　　
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｍ（ｃ）　　　

４０ｄ的周期沿赤道向东传播，且 ＭＪＯ的主要活跃

范围在东半球（６０°Ｅ—１８０°）。

　　采用时空二维波传播分解方法，得到了ＯＬＲ、

８５０和２００ｈＰａ纬向风各自的东传、西传及驻波分

量，并对各分量进行了３０—６０ｄ带通滤波处理。之

后，对各分量分别进行了ＣＥＯＦ分析。

图８是东传和西传分量ＣＥＯＦ分析所得到的

各自的前２个空间模态的分布以及对应的时间系数

的超前滞后相关情况。

　　由东传分量ＣＥＯＦ分析所得到的空间模态可

知：前２个模态的总的解释方差分别为３２．２６％和

３０．８２％，前两个模态可以和其他的ＣＥＯＦ模态很

好地分离开来 （第 ３ 模态总的解释方差仅为

５．７２％）。从物理意义而言，第１模态（ＣＥＯＦ１）描

述的是大气季节内振荡的深对流活动主要发生在太

平洋地区（负的ＯＬＲ异常出现在１２０°Ｅ—１８０°），对

流层低层（８５０ｈＰａ）的西风异常自９０°Ｅ附近一直扩

展到１５０°Ｗ，东风异常则出现在６０°Ｅ以西和１５０°Ｗ

以东，对流层高层（２００ｈＰａ）纬向风异常的空间分布

和低层情况正好相反。这与图７ｂ基本一致，不过东

传分量第１模态的总的解释方差可达３２．３％，远大

于分解前第２模态的总的解释方差（２３．９５％）；对照

分析发现，东传分量ＣＥＯＦ分析得到的第２模态与

图７ａ基本一致，不过东传分量ＣＥＯＦ２的总的解释

方差 （３０．８２％），大 于 图 ７ａ 的 总 的 解 释 方 差

（２６．１７％）。从东传分量的前２个主要模态可以看

出，热带大气季节内振荡的空间尺度主要表现为行

星尺度的运动特征，即纬向上呈现为１波特征。图

８ｃ给出东传分量ＣＥＯＦ分析得到的前２个模态对

应的时间系数的超前滞后相关情况，分析可知在东

传分量的季节内振荡中，前２个模态是密切相关的，

当ＰＣ１滞后（超前）ＰＣ２约１０ｄ时，ＰＣ１和ＰＣ２的

相关系数绝对值大于０．８５。ＰＣ１和ＰＣ２的超前滞

后相关和ＣＥＯＦ分析得到的前２个模态的空间分

布情况表明，在东传分量场上，热带大气季节内振荡

的对流降水和纬向风以约４０ｄ的周期沿赤道向东

传播，并且 ＭＪＯ主要活跃在东半球（活跃范围为

６０°Ｅ—１８０°），前２个主要模态的超前滞后相关关

系对于预报有着重要的指示意义。

由西传分量ＣＥＯＦ分析所得到的空间模态可

知，整体而言，西传分量前２个模态的振荡幅度明显

减弱。前２个模态的总的解释方差分别为９．３％和

８．９％，远小于东传分量的情况。分析西传分量的前

几个主要模态可知，西传分量主要表现了热带大气

季节内振荡的多尺度空间特征，在纬向上呈现为

２—３波的运动情况。图８ｆ给出了西传分量ＣＥＯＦ

分析得到的前２个模态所对应的时间系数的超前滞

后相关情况，结果表明，在西传分量的大气季节内振
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荡中，当ＰＣ１超前（滞后）ＰＣ２约１０ｄ时，ＰＣ１和

ＰＣ２的相关系数绝对值约为０．７，说明西传分量的

季节内振荡西传的周期约为４０ｄ，不过远小于东传

分量的振幅。因此，在对变量整体分析时，西传特征

常被强的大尺度的向东传播所掩盖而难以得到体

现，通过东、西传分解，有助于进一步揭示大气季节

内振荡的西传特征及其作用。

从驻波分量ＣＥＯＦ分析所得到的前２个空间

模态可以看到第１模态的总解释方差可达５３．７％，

且可以很好地和其他ＣＥＯＦ模态分离开来，说明在

驻波分量上主要表现为印度洋和太平洋的反位相结

构（图略）。

图８　ＯＬＲ、８５０和２００ｈＰａ纬向风３个变量东传和西传分量３０—６０ｄ滤波且１５°Ｓ—１５°Ｎ平均之后，

联合ＥＯＦ分析得到的前两个空间模态的分布情况，以及前两个模态对应的时间系数ＰＣ１和

ＰＣ２的超前滞后相关情况（ａ．东传分量的ＣＥＯＦ１，ｂ．东传分量的ＣＥＯＦ２，

ｃ．东传分量的ＰＣ１和ＰＣ２的超前滞后相关曲线，ｄ．西传分量的ＣＥＯＦ１，

ｅ．西传分量的ＣＥＯＦ２，ｆ．西传分量的ＰＣ１和ＰＣ２的超前滞后相关曲线）

Ｆｉｇ．８　ＡｓｉｎＦｉｇ．７ｂｕｔｆｏｒｔｈｅｅａｓｔｗａｒｄ（（ａ），（ｂ）ａｎｄ（ｃ））

ａｎｄｗｅｓｔｗａｒｄ（（ｄ），（ｅ）ａｎｄ（ｆ））ｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

　　分析可知，东传分量所反映的信息和未分解时

基本一致，而西传分量的信号则要弱一些。说明在

热带地区，大气季节内振荡主要以纬向１波的向东

传播为主，且对流层高、低层之间纬向风呈现反位相

的“斜压”结构。这和传统的结论一致。这从再分析

资料的角度进一步验证了时空二维波传播分解方

４６５　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　犃犮狋犪犕犲狋犲狅狉狅犾狅犵犻犮犪犛犻狀犻犮犪　气象学报　２０１１，６９（４）



法的正确性和可行性。

通过时空二维波传播分解可知，热带大气季节

内振荡纬向１波的东传，纬向风随高度明显向西倾

斜，以致对流层高、低层之间呈现反位相的“斜压”结

构，这些显著的特征主要在东传分量上得到体现；西

传分量则主要表现了热带大气季节内振荡的多尺度

西传特征，如纬向２—３波的活动情况，西传现象主

要出现在东半球。对各年进行经度时间剖面分析

可以看到，东传分量上东传现象非常明显，西传分量

上季节内振荡的西传现象在有的年份也很清晰，只

是强度以及系统性没有东传现象那么显著（图９）。

时空二维波传播的东、西分解，有利于深入研究热

带大气季节内振荡的东传和西传特征及其对天气气

候的影响。

图９　２０００年６月—２００１年６月，ＯＬＲ东传（ａ）和西传分量（ｂ）的经度时间剖面（单位：Ｗ／ｍ２）

Ｆｉｇ．９　Ｌｏｎｇｉｔｕｄｅｔｉｍｅｓｅｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｅａｓｔｗａｒｄ（ａ）ａｎｄｗｅｓｔｗａｒｄｐｒｏｐａｇａｔｉｎｇ（ｂ）

ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｆｏｒｔｈｅＯＬＲｆｒｏｍＪｕｎｅ２０００ｔｏＪｕｎｅ２００１（ｕｎｉｔ：Ｗ／ｍ
２）

　　另外，东传分量ＣＥＯＦ分析得到的前２个主要

模态相较于未分解时ＣＥＯＦ分析得到的前２个主

要模态，其顺序出现了颠倒，这说明通过时空二维

波传播分解，将东传分量、西传分量以及驻波分量分

离开来分析，避开了各分量之间的相互影响，使得造

成热带大气季节内振荡纬向１波东传现象的２个主

要模态的重要性出现了新的排序，揭示了对变量整

体分析所看不到的内部特征，从而对热带大气季节

内振荡纬向１波向东传播主要模态的物理意义及其

重要性有了进一步的认识，这对于 ＭＪＯ更加准确

预报及其物理模型的建立有着重要意义。所以，对

各分量分别进行分析有利于深入认识大气季节内振

荡的东传、西传现象各自的特征及其对天气气候的

不同作用。

５　结论与讨论

本文主要针对大气季节内振荡传播特征的复杂

多变性进行了探讨。为了进一步了解大气季节内振

荡的传播特征及其不同传播方向分量的不同作用，

基于波的传播理论，对时空谱分析进行了发展，提

出了时空二维波传播分解方法，并用理想函数和再

分析资料验证了这一方法的正确性和可行性。

结果表明，对于任一时空序列，采用此方法均

可以正确分解得到空间上具有不同传播方向的３部

分分量：前进波、后退波和驻波分量。对 ＯＬＲ、２００

５６５王　伟等：时空二维波传播分解方法及其在季节内振荡分析中的应用 　　　　　　 　　　　 　　　 　　　　　　　　　



和８５０ｈＰａ纬向风的东传、西传以及驻波分量分别

进行ＣＥＯＦ分析，结果表明，在东传分量上，热带大

气季节内振荡主要表现为纬向１波的向东传播，在

对流层高、低层之间纬向风呈现反位相的斜压结构，

和未分解的情况相比，前２个主要模态重要性的排

序出现了颠倒，这说明通过时空二维波传播分解，

避开了各分量之间的相互影响，进一步揭示了前２

个模态的物理意义及其在季节内振荡中的重要性；

在西传分量上，热带大气季节内振荡主要表现为纬

向２—３波的向西传播，西传现象在有的年份非常清

晰；驻波分量主要表现出印度洋和太平洋的反位相

结构。对热带大气季节内振荡的东、西分量的分析，

深化了对 ＭＪＯ东、西传特征的了解，对于其更加准

确预报和物理模型的建立有着重要的意义。时空

二维波传播分解方法突破了原有分析方法仅对各变

量进行整体分析的局限性，为进一步了解大气季节

内振荡现象提供了一个新的视角，也为下一步的研

究工作打下了基础。

本文主要是提出了时空二维波传播分解方法，

并验证了其正确性和可行性。下一步将把此方法应

用于研究大气季节内振荡的基本特征及其与天气气

候现象的相互关系。采用时空二维波传播分解方

法，纬向上进行东西分解得到东传（前进波）、西传

（后退波）和驻波分量，经向上进行南北分解得到北

传（前进波）、南传（后退波）和驻波分量。通过对各

分量的分析，从一个新的角度来研究大气季节内振

荡及其影响，进而揭示这一现象的内在特征，这对提

高月、季预报水平有着重要的意义。

　　致谢：本文修改过程中得到王金成博士的帮助，特此致

谢！
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附　录

犃　时空二维波传播分解方法的详细推导过程

　　按照二维傅立叶展开方法，随经度和时间变化的时空序列犉（λ，狋）可以展开成

犉（λ，狋）＝∑
∞

犽＝０
∑
∞

ω＝０

［犆犽，＋ωｃｏｓ（犽λ－ω狋－φ犽，＋ω）＋犆犽，－ωｃｏｓ（犽λ＋ω狋＋φ犽，－ω）］

＝∑
∞

犽＝０

［犃犽（狋）ｃｏｓ犽λ＋犅犽（狋）ｓｉｎ犽λ］ （Ａ１）

其中，ω＝
２π犾
犜
。对波数域的傅立叶系数犃犽（狋）和犅犽（狋）作频率域展开

犃犽（狋）＝∑
∞

犾＝０

（犪犽犾ｃｏｓω狋＋犫犽犾ｓｉｎω狋） （Ａ２）

犅犽（狋）＝∑
∞

犾＝０

（犮犽犾ｃｏｓω狋＋犱犽犾ｓｉｎω狋） （Ａ３）

其中，

犪犽犾 ＝犆犽，＋ωｃｏｓφ犽，＋ω＋犆犽，－ωｃｏｓφ犽，－ω （Ａ４）

犫犽犾 ＝－犆犽，＋ωｓｉｎφ犽，＋ω－犆犽，－ωｓｉｎφ犽，－ω （Ａ５）

犮犽犾 ＝犆犽，＋ωｓｉｎφ犽，＋ω－犆犽，－ωｓｉｎφ犽，－ω （Ａ６）

犱犽犾 ＝犆犽，＋ωｃｏｓφ犽，＋ω－犆犽，－ωｃｏｓφ犽，－ω （Ａ７）

再将犉（λ，狋）分解成３部分

犉（λ，狋）＝犉０（λ，狋）＋犉＋ （λ，狋）＋犉－ （λ，狋） （Ａ８）

其中，

犉０（λ，狋）＝∑
∞

犽＝０

［犆犽，０ｃｏｓ（犽λ－φ犽，０）＋犆犽，０ｃｏｓ（犽λ＋φ犽，０）］　　　　　　　

＝∑
∞

犽＝０

［犆犽，０ｃｏｓφ犽，０ｃｏｓ犽λ＋犆犽，０ｓｉｎφ犽，０ｓｉｎ犽λ］＋

［犆犽，０ｃｏｓφ犽，０ｃｏｓ犽λ－犆犽，０ｓｉｎφ犽，０ｓｉｎ犽λ
｛ ｝］

（Ａ９）

犉＋ （λ，狋）＝∑
∞

犽＝０
∑
∞

ω＝１

犆犽，＋ωｃｏｓ（犽λ－ω狋－φ犽，＋ω）　　　　　　　　　　　　　

＝∑
∞

犽＝０
∑
∞

ω＝１

［犆犽，＋ωｃｏｓφ犽，＋ωｃｏｓ（犽λ－ω狋）＋犆犽，＋ωｓｉｎφ犽，＋ωｓｉｎ（犽λ－ω狋）］ （Ａ１０）

犉－ （λ，狋）＝∑
∞

犽＝０
∑
∞

ω＝１

犆犽，－ωｃｏｓ（犽λ＋ω狋＋φ犽，－ω）　　　　　　　　　　　　　

＝∑
∞

犽＝０
∑
∞

ω＝１

［犆犽，－ωｃｏｓφ犽，－ωｃｏｓ（犽λ＋ω狋）－犆犽，－ωｓｉｎφ犽，－ωｓｉｎ（犽λ＋ω狋）］ （Ａ１１）

犅　时空二维波传播分解方法的计算过程

　　第１步，求出每一时刻波数域的傅立叶系数（对于纬圈情形称为纬向谐波系数）犃犽（狋）和犅犽（狋）

犃犽（狋）＝
２

犿∑
犿－１

犻＝０

犉犻（狋）ｃｏｓ犽犻 （Ｂ１）

犅犽（狋）＝
２

犿∑
犿－１

犻＝０

犉犻（狋）ｓｉｎ犽犻 （Ｂ２）

其中，犽＝１，２…，［犿／２］，犃０（狋）＝
１

犿∑
犿－１

犻＝０

犉犻（狋），犅０（狋）＝０。
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第２步，求出波数域的傅立叶系数犃犽（狋）和犅犽（狋）在时域上的傅立叶系数

犪犽犾 ＝
２

狀∑
狀

犼＝１

犃犽犼ｃｏｓ
２π犾
狀
（犼－１） （Ｂ３）

犫犽犾 ＝
２

狀∑
狀

犼＝１

犃犽犼ｓｉｎ
２π犾
狀
（犼－１） （Ｂ４）

犮犽犾 ＝
２

狀∑
狀

犼＝１

犅犽犼ｃｏｓ
２π犾
狀
（犼－１） （Ｂ５）

犱犽犾 ＝
２

狀∑
狀

犼＝１

犅犽犼ｓｉｎ
２π犾
狀
（犼－１） （Ｂ６）

其中，犾＝１，２，…，［狀／２］，犪犽０ ＝
１

狀∑
狀

犼＝１

犃犽犼，犫犽０ ＝０，犮犽０ ＝
１

狀∑
狀

犼＝１

犅犽犼，犱犽０ ＝０。

第３步，根据前面公式可有

犆２犽，＋ω＋犆
２
犽，－ω ＝

１

２
（犪２犽犾＋犫

２
犽犾＋犮

２
犽犾＋犱

２
犽犾）　　　　　 （Ｂ７）

犆２犽，＋ω－犆
２
犽，－ω ＝犪犽犾犱犽犾－犫犽犾犮犽犾　　　 　　　　　　 （Ｂ８）

４犆２犽，＋ω ＝ （犪犽犾＋犱犽犾）
２
＋（－犫犽犾＋犮犽犾）

２ （Ｂ９）

４犆２犽，－ω ＝ （犪犽犾－犱犽犾）
２
＋（犫犽犾＋犮犽犾）

２
　　 （Ｂ１０）

犆犽，＋ωｃｏｓφ犽，＋ω ＝
１

２
（犪犽犾＋犱犽犾）　　　　　　　　 　 （Ｂ１１）

犆犽，＋ωｓｉｎφ犽，＋ω ＝
１

２
（－犫犽犾＋犮犽犾） （Ｂ１２）

犆犽，－ωｃｏｓφ犽，－ω ＝
１

２
（犪犽犾－犱犽犾） （Ｂ１３）

犆犽，－ωｓｉｎφ犽，－ω ＝－
１

２
（犫犽犾＋犮犽犾） （Ｂ１４）

　　第４步，计算犉（λ，狋）的３个分量

犉０犻犼 ＝∑
［犿／２］

犽＝０

［犪犽０ｃｏｓ犽犻＋犮犽０ｓｉｎ犽犻］ （Ｂ１５）

犉＋犻犼 ＝
１

２∑
［犿／２］

犽＝０
∑
［狀／２］

犾＝１

［（犪犽犾＋犱犽犾）ｃｏｓ（犽犻－ω犼）＋（－犫犽犾＋犮犽犾）ｓｉｎ（犽犻－ω犼）］ （Ｂ１６）

犉－犻犼 ＝
１

２∑
［犿／２］

犽＝０
∑
［狀／２］

犾＝１

［（犪犽犾－犱犽犾）ｃｏｓ（犽犻＋ω犼）＋（犫犽犾＋犮犽犾）ｓｉｎ（犽犻＋ω犼）］ （Ｂ１７）
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