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摘要 将特征正交分解 (proper orthogonal decomposition, 简记为 POD) 方法应用于抛物型方程通常

的时间二阶精度 Crank-Nicolson(简记为 CN) 有限元格式, 简化其为一个自由度极少的时间二阶精度

CN 有限元降维格式, 并给出简化的时间二阶精度 CN 有限元解的误差分析. 数值例子表明在简化的

时间二阶精度 CN有限元解和通常的时间二阶精度 CN有限元解之间的误差足够小的情况下,简化的

时间二阶精度 CN有限元格式能大大地节省自由度,而且时间步长可以比时间一阶精度的格式取大 10

倍, 以至能更快计算到所要时刻数值解, 减少计算机计算过程的截断误差, 提高计算速度和计算精度,

从而验证降维时间二阶精度 CN 有限元格式用于解类似于抛物型方程的时间依赖方程是很有效的.
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1 引言

抛物型方程是一类描述物理量随时间而扩散或衰减的偏微分方程,有许多实际应用的背景. 例如,

自然环境、工程设备及生物机体中的气体的扩散、液体的渗透、热的传导以及半导体材料中杂质的

扩散等许多物理现象都可用抛物方程来描述. 对于描述实际问题的抛物型方程, 由于物理问题本身的

复杂性, 其精确解往往不容易求得, 有效的方法是求其数值解. 时间二阶精度 Crank-Nicolson(简记为

CN) 有限元格式是求解抛物型方程最有效的方法之一 [1, 2], 然而, 抛物型方程通常的 CN 有限元格式

的自由度太多, 对于实际计算会产生很多困难. 因此, 重要的问题是在保证其数值解具有足够高精度

的情况下, 如何简化计算、节省计算量及降低内存要求.

特征正交分解 (Proper Orthogonal Decomposition,简记为 POD)方法能提供具有足够高精度而自

由度又较少的低维模型, 从而简化计算、节省计算时间和内存 [3]. 在信号分析和样本识别中, 称该方

法为 Karhunen–Loève展开 [4];在统计学中,称该方法为主分量分析 [5];在地球物理的流体动力学和气

象学中, 称该方法为经验正交函数方法 [5, 6]. POD 方法主要提供一种有效逼近大量数据的工具, 其实
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质是在最小二乘意义下寻找能代表已知数据的一组正交基, 即一种求已知数据的最优逼近方法. POD

方法与某些偏微分方程数值解法相结合, 能将无限维的微分方程降成低维模型, 以至能极大地减少计

算量和降低内存要求.

虽然 POD 方法已有广泛的应用, 但是最初主要是用于统计计算和流体动力学的主分量分析或寻

找动力系统的主要特征量 [3−15]. 直到最近十年, 才有将 POD 方法用于对偏微分方程的 Galerkin 方

法做简化处理的报道 [16, 17]. 近年来,我们的研究小组将 POD方法用于对有限差分方法和有限元方法

做降维处理的研究, 给出了赤道太平洋模式、非定常的 Burgers 方程、非定常的 Navier-Stokes 方程、

非定常的热传导 - 对流方程、非定常的化学蒸汽沉淀方程、抛物型方程基于 POD 方法的降维差分格

式和有限元格式, 但这些格式的时间导数都是用一阶精度的差商离散, 时间精度较低 [18−31].

据我们所知, 到目前为止, 对抛物型方程只给出了基于 POD 方法的时间一阶精度的向后一步的

简化有限元格式 [24], 还没有用 POD 方法对抛物型方程通常的时间二阶精度 CN 有限元格式做降维

的报道. 因此,本文将 POD方法应用于抛物型方程通常的时间二阶精度 CN有限元格式,简化其成维

数很低的时间二阶精度 CN 有限元格式, 并给出简化的时间二阶精度 CN 有限元解的误差分析. 最后,

用数值例子验证: 在简化的时间二阶精度 CN有限元解和通常的时间二阶精度 CN有限元解之间的误

差足够小的情况下,简化的时间二阶精度 CN有限元格式比通常的时间二阶精度 CN有限元格式节省

大量自由度,从而表明简化的时间二阶精度 CN有限元格式用于求解类似于抛物型方程的时间依赖方

程是很有效的. 虽然我们已经用 POD 方法对抛物型问题的时间向后一步的 Euler 有限元格式做了降

维的处理, 效果很好 [24], 但是本文的基于 POD 方法简化的时间二阶精度 CN 有限元格式的时间步长

可以比时间一阶精度格式取大 10 倍, 以至能更快计算到所关心时刻数值解, 减少计算机的截断误差,

提高计算效率和计算精度, 因此, 本文的基于 POD 方法简化的时间二阶精度 CN 有限元格式有更广

泛的应用前景, 是对现有方法的改进和创新.

本文的安排如下, 第 2 节回顾抛物型方程已有的时间二阶精度 CN 有限元格式, 第 3 节详细给出

POD 方法的理论及抛物型方程基于 POD 方法简化的时间二阶精度 CN 有限元格式, 第 4 节讨论抛

物型方程基于 POD 方法简化的时间二阶精度 CN 有限元格式的收敛性, 第 5 节用数值例子说明在简

化的时间二阶精度 CN 降维 POD 有限元格式的优越性, 第 6 节叙述我们的结论以及一些展望.

2 抛物型方程通常的时间二阶精度 CN 有限元格式的回顾及瞬像的生成

设 Ω ⊂ R2 是有界的连通多角形区域. 考虑下面的抛物型方程.

问题 I 求 u 使得 
ut −△u = f, (x, y, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, y, t) = φ(x, y, t), (x, y, t) ∈ ∂Ω× [0, T ),

u(x, y, 0) = ψ(x, y), (x, y) ∈ Ω,

(2.1)

其中 u 是未知函数, T 为最大的时间限, f 是已知的源函数, φ(x, y, t) 和 ψ(x, y) 是给定的函数. 为了

便于理论分析, 不失一般性, 我们在下面的理论分析中, 假定 φ(x, y, t) = ψ(x, y) = 0.

本文用到的 Sobolev 空间是熟知的 [32]. 令 X = H1
0 (Ω), 则问题 I 的变分形式为
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问题 II 求 u ∈ X 使得对于所有的 t ∈ (0, T ), u 满足 (ut, v) + (∇u,∇v) = (f, v), ∀ v ∈ X,

u(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ Ω,
(2.2)

其中 (·, ·) 表示 L2- 内积.

变分问题 II 的解的存在唯一性是熟知的 [1, 2]. 为了求问题 II 的数值解, 用时间二阶精度 CN 有

限元方法去离散问题 II. 设 N 为正整数, 时间步长取为 τ = T/N , tn = nτ (0 6 n 6 N). 再设 ℑh 是
Ω̄ 的拟一致三角形剖分 [1, 2, 33], 则空间 X 的有限元空间可取为

Xh = {vh ∈ X ∩ C0(Ω); vh|K ∈ Pm(K), ∀K ∈ ℑh},

其中 m > 1, Pm(K) 是 K 上次数不超过 m 的多项式空间. 记 un = u(x, y, tn), 用 unh 表示 u 的全离散

逼近, 则问题 II 的时间二阶精度的 CN 全离散化格式为

问题 III 求 unh ∈ Xh 使得对于 1 6 n 6 N , (unh, vh) +
τ

2
a(unh, vh) = −τ

2
a(un−1

h , vh) + (un−1
h , vh) +

τ

2
(f(tn) + f(tn−1), vh), ∀ vh ∈ Xh,

u0h(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ω.
(2.3)

对于问题 III, 有下面熟知的结论 [1,2].

定理 1 当 f ∈ L2(Ω)时,问题 III存在唯一的解 unh ∈ Xh,并且当问题 II的解满足 ut ∈ Hm+1(Ω)

和 utt ∈ L2(Ω) 时, 有下列的误差估计,

∥un − unh∥0 6 C(hm+1 + τ2), 1 6 n 6 N, (2.4)

其中这里和下文用到的 C 表示与 h 和 τ 无关的常数.

这样, 只要给定 f 和时间步长 τ 及空间步长 h, 解问题 III 就可以得到解的集合 {unh}Nn=1. 从中取

L (一般 L ≪ N , 例如, L = 20, N = 200) 个样本点 uni

h (x, y) (1 6 n1 < n2 < · · · < nL 6 N), 在 POD

方法中, 这些样本点称为瞬像.

附注 1 在对实际问题计算时, 瞬像集合可以从实际物理过程抽取样本点, 通过插值 (或资料同

化) 得到. 例如, 在解数值天气预报方程时, 可以利用以前的天气结果来构成瞬像集合, 再通过下面的

POD 方法重构瞬像集合元素得到最优 POD 基. 然后用最优 POD 基张成的子空间代替有限元空间

Xh, 将数值天气预报方程降成维数很低的全离散化代数方程, 从而可以快速模拟出未来的天气变化情

况, 对未来的天气变化做出快捷预报. 这对实际应用有重要的价值.

3 POD 基的生成和基于 POD 方法的简化有限元格式

对于上节抽取的瞬像 uni

h (x, y) (i = 1, 2, . . . , L), 令 Ui(x, y) = uni

h (x, y) (i = 1, 2, . . . , L) 和

V = span{U1, U2, . . . , UL}, (3.1)

并称 V 为由瞬像 {Ui}Li=1 张成的空间, 其中 {Ui}Li=1 至少有一个非零元. 记 l = dimV, 并用 {ψj}lj=1

表示 l 维数空间 V 的标准正交基, 则有

Ui =

l∑
j=1

(Ui, ψj)Xψj , i = 1, 2, . . . , L, (3.2)
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其中 (Ui, ψj)X = (∇uni

h ,∇ψj), X = H1
0 (Ω).

定义 1 POD 方法就是求标准正交基 ψj (j = 1, 2, . . . , l) 使得对于每个 d (1 6 d 6 l), 元素 Ui

(1 6 i 6 L) 与 (3.2) 的 d 项和之间的均方误差在平均意义下最小, 即求标准正交基 ψj (i = 1, 2, . . . , l)

使得

min
{ψj}d

j=1

1

L

L∑
i=1

∥∥∥∥Ui − d∑
j=1

(Ui, ψj)Xψj

∥∥∥∥2
X

(3.3)

满足

(ψi, ψj)X = δij , 1 6 i 6 d, 1 6 j 6 i, (3.4)

其中 ∥Ui∥X = ∥∇uni

h ∥0. 问题 (3.3) 和 (3.4) 的解 {ψj}dj=1 称为秩等于 d 的POD基.

由 (3.2) 和 ψj 的标准正交性, 可将 (3.3) 写为

1

L

L∑
i=1

∥∥∥∥Ui − d∑
j=1

(Ui, ψj)Xψj

∥∥∥∥2
X

=
1

L

L∑
i=1

∥∥∥∥ l∑
j=d+1

(Ui, ψj)Xψj

∥∥∥∥2
X

=
l∑

j=d+1

[
1

L

L∑
i=1

|(Ui, ψj)2X |
]
. (3.5)

这样, 为了使得 (3.5) 最小, 等价于求标准正交基 ψj (j = 1, 2, . . . , l) 使得

max
{ψj}d

j=1

d∑
j=1

[
1

L

L∑
i=1

|(Ui, ψj)2X |
]

(3.6)

满足

(ψi, ψj)X = δij , 1 6 i 6 d, 1 6 j 6 i. (3.7)

即 (3.3) 和 (3.4) 等价于找一个函数 ψ (称为 POD 基元), 使下式在平均意义下最大,

1

L

L∑
i=1

|(Ui, ψ)X |2 满足 (ψ,ψ)X = ∥∇ψ∥20 = 1. (3.8)

选择一类特殊试验函数 ψ 为下列形式:

ψ =
L∑
i=1

aiUi, (3.9)

其中 ai 是 ψ 使得 (3.9) 保证 (3.8) 最大的待定系数. 为此, 定义

G((x, y), (x′, y′)) =
1

L

L∑
i=1

Ui(x, y)Ui(x
′, y′) (3.10)

及

Rψ =

∫
Ω

∇′G((x, y), (x′, y′))∇′ψ(x′, y′)dx′dy′, (3.11)

其中 R : X → X, ∇′ 表示相对于 (x′, y′) 的梯度. 直接计算有

(Rψ,ψ)X =

∫
Ω

∇Rψ(x, y) · ∇ψ(x, y)dxdy

=

∫
Ω

∫
Ω

∇′∇G((x, y), (x′, y′)) · ∇′ψ(x′, y′)dx′dy′∇ψ(x, y)dxdy

=
1

L

L∑
i=1

∫
Ω

∫
Ω

∇Ui(x, y) · ∇′Ui(x
′, y′) · ∇′ψ(x′, y′)dx′dy′ · ∇ψ(x, y)dxdy
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=
1

L

L∑
i=1

∫
Ω

∇′Ui(x
′, y′) · ∇′ψ(x′, y′)dx′dy′

∫
Ω

∇Ui(x, y) · ∇ψ(x, y)dxdy

=
1

L

L∑
i=1

|(Ui, ψ)X |2. (3.12)

进一步, 有

(Rϕ,ψ)X = (ϕ,Rψ)X , ∀ϕ, ψ ∈ U. (3.13)

这样, R 是 X 上的非负定对称算子. 因此, 求 (3.8) 最大值的问题, 相当于求下面的特征值问题的最大

特征值,

Rψ = λψ 满足 ∥∇ψ∥0 = 1, (3.14)

即 ∫
Ω

∇′G((x, y), (x′, y′))∇′ψ(x′, y′)dx′dy′ = λψ 满足 ∥∇ψ∥0 = 1, (3.15)

其中 λ 与 h 和 τ 有关 (因为 V 与 h 和 τ 有关). 将表达式 (3.9) 和 G 代入 (3.15) 有

L∑
i=1

[ L∑
k=1

(
1

L

∫
Ω

∇′Ui(x
′, y′) · ∇′Uk(x

′, y′)dx′dy′
)
ak

]
Ui(x, y) =

L∑
i=1

λaiUi(x, y), (3.16)

即
L∑
k=1

(
1

L

∫
Ω

∇′Ui(x
′, y′) · ∇′Uk(x

′, y′)dx′dy′
)
ak = λai, i = 1, 2, . . . , L. (3.17)

将上式写成矩阵形式的特征方程

Av = λv, (3.18)

其中 A = (Aik)L×L,

Aik =
1

L

∫
Ω

∇′Ui(x
′, y′) · ∇′Uk(x

′, y′)dx′dy′, v = (a1, a2, . . . , aL)
T. (3.19)

由于 A 是秩为 l 的非负定矩阵, 因此, 对应于非零的特征值 λ1 > λ2 > . . . > λl > 0, 存在一组完备的

标准正交特征向量

v1 = (a11, a
1
2, . . . , a

1
L)

T, v2 = (a21, a
2
2, . . . , a

2
L)

T, . . . , vl = (al1, a
l
2, . . . , a

l
L)

T. (3.20)

这样, 利用第一个最大的特征值对应的特征向量, 可得到 (3.3) 的最优解, 即第一个 POD 基为

ψ1 =
1√
Lλ1

L∑
i=1

a1iUi, (3.21)

其中 a1i 是对应于最大特征值 λ1 的特征向量 v1 的分量. 其余的 POD 基元 ψi (i = 2, 3, . . . , l) 可由其

他的特征向量 vi (i = 2, 3, . . . , l) 的分量得到, 即

ψi =
1√
Lλi

L∑
k=1

aikUk, i = 2, 3, . . . , l. (3.22)
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利用 {vk}lk=1 的标准正交性条件, 即

vk · vk
′
=

L∑
i=1

aki a
k′

i =

 1, k = k′,

0, k ̸= k′,
(3.23)

有

(ψk, ψk′)X =

∫
Ω

∇ψk(x, y) · ∇ψk′(x, y)dxdy

=
1

L
√
λkλk′

∫
Ω

L∑
i=1

aki∇Ui(x, y)
L∑
j=1

ak
′

j ∇Uj(x, y)dxdy

=
1√
λkλk′

L∑
i=1

aki

L∑
j=1

(
1

L

∫
Ω

∇Ui(x, y) · ∇Uj(x, y)dxdy
)
ak

′

j

=
1√
λkλk′

L∑
i=1

aki

L∑
j=1

Aija
k′

j =
1√
λkλk′

vk ·Avk
′
=

1√
λkλk′

vk · λk′vk
′

=
1√
λkλk′

λk′v
k · vk

′
=

 1, k = k′,

0, k ̸= k′.
(3.24)

这样, POD 基 {ψ1, ψ2, . . . , ψl} 构成一个正交集合, 而且有下面的结果 [11, 16].

命题 2 设 λ1 > λ2 > · · · > λl > 0 为矩阵 A 的正特征值, 而且 v1, v2, . . . ,vl 是对应的特征向

量. 则秩 d 6 l 的POD 基为

ψi =
1√
Lλi

L∑
j=1

(vi)jUj , 1 6 i 6 d 6 l, (3.25)

其中 (vi)j 表示特征向量 vi 的第 j 个分量. 进一步, 有下面的误差公式成立,

1

L

L∑
i=1

∥∥∥∥Ui − d∑
j=1

(Ui, ψj)Xψj

∥∥∥∥2
X

=

l∑
j=d+1

λj . (3.26)

证明 命题的前半部分已经由上述讨论给出. 下面仅需证明公式 (3.26).

由于 ψ1, ψ2, . . . , ψl 满足 (3.14), 所以从 (3.12) 和 (3.15) 有

1

L

L∑
i=1

|(Ui, ψj)X |2 = (Rψj , ψj)X = λj . (3.27)

这样, 如果前面 d 个特征值的和
∑d
j=1 λj 最大, 则余下的特征值之和

∑l
j=d+1 λj 就是最小. 因此, 从

(3.5) 和 (3.27) 有

1

L

L∑
i=1

∥∥∥∥Ui − d∑
j=1

(Ui, ψj)Xψj

∥∥∥∥2
X

=
1

L

l∑
j=d+1

L∑
i=1

|(Ui, ψj)X |2 =
l∑

j=d+1

λj . (3.28)

命题 2 证毕.
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令 Xd = span{ψ1, ψ2, . . . , ψd}. 定义 Ritz投影 Ph: X → Xh (如果 Ph 是被限制为从 Xh 到 Xd 的

Ritz 投影时记为 P d, 使得 Ph|Xh
= P d : Xh → Xd 和 Ph : X\Xh → Xh\Xd) 如下,

(∇Phu,∇vh) = (∇u,∇vh), ∀ vh ∈ Xh, (3.29)

其中 u ∈ X. 由 (3.29) 定义的线性算子 Ph 有下面性质,

∥∇(P du)∥0 6 ∥∇u∥0, ∀u ∈ X. (3.30)

值得注意的是, 这里定义的算子与 [16, 17] 的不同, 因此, 下面的相关结论必须重新证明.

引理 3 对于每个 d (1 6 d 6 l), 投影算子 P d 满足

1

ℓ

ℓ∑
i=1

∥∇(uni

h − P duni

h )∥20 6
l∑

j=d+1

λj , (3.31)

1

ℓ

ℓ∑
i=1

∥uni

h − P duni

h ∥20 6 Ch2
l∑

j=d+1

λj , (3.32)

其中 uni

h ∈ V 是问题III的解.

证明 对于任意的 u ∈ X, 由 (3.29) 有

∥∇(u− Phu)∥20 = (∇(u− Phu),∇(u− Phu)) = (∇(u− Phu),∇(u− vh))

6 ν∥∇(u− Phu)∥0∥∇(u− vh)∥0, ∀ vh ∈ Xh.

因此有

∥∇(u− Phu)∥0 6 ∥∇(u− vh)∥0, ∀ vh ∈ Xh. (3.33)

如果 u = uni

h , 而且 Ph 是被限制为从 Xh 到 Xd 的 Ritz 投影使得 Ph|Xh
= P d : Xh → Xd, 即

Phuni

h = P duni

h ∈ Xd, 在 (3.33) 中取 vh =
∑d
j=1(u

ni

h , ψj)Xψj ∈ Xd, 由 (3.28) 得 (3.31).

为了证明 (3.32), 我们考虑下面的变分问题,

(∇w,∇v) = (u− Phu, v), ∀ v ∈ X. (3.34)

则 w∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) 而且满足 ∥w∥2 6 C∥u− Phu∥0. 在 (3.34) 中取 v = u− Phu, 由 (3.29) 得

∥u− Phu∥20 = (∇w,∇(u− Phu)) = (∇(w − wh),∇(u− Phu))

6 ∥∇(w − wh)∥0∥∇(u− P du)∥0, ∀wh ∈ Xh. (3.35)

取 wh = πhw 为 w 在 Xh 上的插值, 则由插值理论 [2, 33] 和 (3.35) 得

∥u− Phu∥20 6 Ch∥w∥2∥∇(u− Phu)∥0 6 Ch∥u− Phu∥0∥∇(u− Phu)∥0,

即得

∥u− Phu∥0 6 Ch∥∇(u− Phu)∥0. (3.36)

这样, 如果 u = uni

h , 而且 Ph 是被限制为从 Xh 到 Xd 的 Ritz 投影, 即 Phuni

h = P duni

h ∈ Xd, 则由

(3.36) 和 (3.31) 即得 (3.32). 引理 3 证毕.
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利用 Xd 可以将问题 III 简化为下面基于 POD 方法的时间二阶精度 CN 有限元格式.

问题 IV 求 und ∈ Xd 使得
(und , vd) +

τ

2
a(und , vd) = −τ

2
a(un−1

d , vd) + (un−1
d , vh)

+
τ

2
(f(tn) + f(tn−1), vh), ∀ vd ∈ Xd, 1 6 n 6 N,

u0d = gh(x, y), (x, y) ∈ Ω.

(3.37)

由于 2(und , vd) + τ(∇und ,∇vd) 在 Xd 中正定, 所以问题 IV 存在唯一的解 (und , p
n
d ) ∈ Xd.

附注 2 当 ℑh 是三角形剖分而且 Xh 是分片一次插值多项式空间时,问题 III的总体自由度 (即

未知量)的数目为 Nh (其中 Nh 为 ℑh 中三角形顶点数目),而问题 IV的自由度为 d (d≪ l 6 L≪ N).

对于科学工程实际问题, ℑh 中三角形顶点数目是数以万计的, 甚至上亿的, 而 d 只是从 N 个瞬时解

中取出的很少的 L 个瞬像所对应的一些最大特征值个数, 是很小很小的 (例如, 在第 5 节的例子中,

d = 6, 而 Nh = 200× 200 = 40000), 因此, 问题 IV 是问题 III 基于 POD 方法的一个简化的时间二阶

精度 CN 有限元格式. 另外, 很多自然现象的未来发展都受到以前的信息影响, 例如, 生物进化和天气

变化等现象, 我们这里的方法是利用已有资料构造出 POD 基, 就包含有过去资料的信息, 因此, 这种

方法不但可以节省计算量, 而且能更好地利用现有信息捕捉自然现象的未来发展规律.

4 基于 POD 方法的简化时间二阶精度 CN 有限元解的误差估计

本节, 我们借助于通常的有限元方法, 给出基于 POD 方法的简化时间二阶精度 CN 有限元格式

问题 IV 的解的误差估计. 为此, 需要引入下面离散的 Gronwall 引理 [2].

引理 4 若 {an}, {bn}, {cn} 是正数列, {cn} 是单调递增而且满足

an + bn 6 cn + λ̄
n−1∑
j=0

aj , n > 1, λ̄ > 0; a0 + b0 6 c0,

则

an + bn 6 cn exp(nλ̄), n > 0. (4.1)

对于时间二阶精度的 CN 有限元降维格式, 即问题 IV 的解的误差估计, 有下面的主要结果.

定理 5 如果 unh ∈ Xh 是问题 III 的解, und ∈ Xd 是问题 IV 的解, 则当 τ2 = O(h), (2L)3/2 =

O(N), 而且瞬像是均匀选取时, 有

∥unh − und∥0 6 Cτ2 + Cτ

( l∑
j=d+1

λj

)1/2

, 1 6 n 6 N. (4.2)

证明 由于 Xd ⊂ Xh, 在问题 III 中取 vh = vd 并与问题 IV 相减得

(unh − und , vd) +
τ

2
a(unh − und , vd) = (un−1

h − un−1
d , vd)−

τ

2
a(un−1

h − un−1
d , vd), ∀ vd ∈ Xd. (4.3)

注意到, 如果 τ2 = O(h), 由 (3.36) 有 ∥P dunh − unh∥0 6 Cτ2∥∇(P dunh − unh)∥0. 这样, 由 (3.29) 和 (4.3)

以及引理 3 有

∥P dunh − und∥20 +
τ

2
∥∇(P dunh − und )∥20
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= (P dunh − und , P
dunh − und ) +

τ

2
(∇(P dunh − und ),∇(P dunh − und ))

= (P dunh − unh, P
dunh − und ) +

τ

2
(∇(P dunh − unh),∇(P dunh − und ))

+ (unh − und , P
dunh − und ) +

τ

2
(∇(unh − und ),∇(P dunh − und ))

= (P dunh − unh, P
dunh − und ) +

τ

2
(∇(P dunh − unh),∇(P dunh − und ))

+ (un−1
h − un−1

d , P dunh − und )−
τ

2
(∇(un−1

h − P dun−1
n ),∇(P dunh − und ))

− τ

2
(∇(P dun−1

n − un−1
d ),∇(P dunh − und ))

6 ∥P dunh − unh∥0∥P dunh − und∥0 + ∥P dun−1
h − un−1

h ∥0∥P dunh − und∥0

+ ∥P dun−1
h − un−1

d ∥0∥P dunh − und∥0 +
τ

2
∥∇(P dun−1

h − un−1
d )∥0∥∇(P dunh − und )∥0

6 Ch∥∇(P dunh − unh)∥0∥P dunh − und∥0 + Ch∥∇(P dun−1
h − un−1

h )∥0∥P dunh − und∥0

+ ∥P dun−1
h − un−1

d ∥0∥P dunh − und∥0 +
τ

2
∥∇(P dun−1

h − un−1
d )∥0∥∇(P dunh − und )∥0

6 Cτ3(∥∇(P dunh − unh)∥20 + ∥∇(P dun−1
h − un−1

h )∥20)

+
τ

4
(∥∇(P dun−1

h − un−1
d )∥20 + ∥∇(P dunh − und )∥20)

+
1

2
(τ∥P dunh − und∥20 + ∥P dun−1

h − un−1
d ∥20 + ∥P dunh − und∥20). (4.4)

于是, 我们得到

∥P dunh − und∥20 +
τ

2
∥∇(P dunh − und )∥20 6 Cτ3(∥P dunh − unh∥21 + ∥P dun−1

h − un−1
h ∥21)

+ ∥P dun−1
h − un−1

d ∥20 +
τ

2
∥∇(P dun−1

h − un−1
d )∥20 + τ∥P dunh − und∥20. (4.5)

当 τ 6 1/2, 对 (4.5) 关于 1, 2, . . . , n 求和并移项有

∥P dunh − und∥20 + τ∥∇(P dunh − und )∥20 6 Cτ3
n∑
j=1

∥∇(ujh − P dujh)∥
2
0 + 2τ

n−1∑
j=0

∥P dujh − ujd∥
2
0. (4.6)

再用离散的 Gronwall 引理有

∥P dunh − und∥20 + τ∥∇(P dunh − und )∥20

6 Cτ3
n∑
j=1

∥∇(ujh − P dujh)∥
2
0 exp(2nτ) 6 Cτ3

n∑
j=1

∥∇(ujh − P dujh)∥
2
0. (4.7)

对于满足 1 6 j 6 N 的 j,不妨假定 ni 6 j 6 ni+1 6 N (i = 1, 2, . . . , L−1),而且 ni 6 j 6 (ni+ni+1)/2.

在点 tni 处将 ujh 展开为 Taylor 级数有

ujh = uni

h − ϵiτuht(ξi), tni 6 ξi 6 tn, i = 1, 2, . . . , L, (4.8)

其中 ϵi 是从 tni 到 tj (i = 1, 2, . . . , L) 的步数. 如果时间间隔是等分时, 有 ϵi 6 N/(2L). 当 uht 有界

时, 由 (4.8) 和引理 3 有

∥P dunh − und∥20 6 Cτ5
(
N

2L

)3

+ Cτ3
N

2L

ni∑
j=n1

∥∇(P dujh − ujh)∥
2
0, 1 6 n 6 N. (4.9)
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于是, 当 (2L)3/2 = O(N) 和 τ2 = O(h), 从上式得

∥P dunh − und∥0 6 Cτ2 + Cτ

( l∑
j=d+1

λj

)1/2

. (4.10)

再由三角不等式和引理 3 以及 (3.36), 从 (4.10) 即得 (4.2). 定理 5 证毕.

结合定理 1 和 5 即得以下定理.

定理 6 在定理 5 的条件下, 问题 II 的解与问题 IV 的解之间的误差为

∥u(tn)− und∥0 6 Chm+1 + Cτ2 + Cτ

( l∑
j=d+1

λj

)1/2

, 1 6 n 6 N, (4.11)

这里的 λj 与 h 和 τ 有关.

附注 3 定理 5的条件 (2L)3/2 = O(N)表明瞬像数目 L和所有时间结点数目 N 的关系.由此可

见,不必像文献 [16–17]那样取所有的时间结点 tn 的解作为瞬像.定理 5给出了基于 POD方法简化的

时间二阶精度 CN有限元格式的解与通常的时间二阶精度 CN有限元格式的解之间的误差,定理 6给

出了基于 POD方法简化的时间二阶精度有限元格式的解与变分问题 II的解之间的误差. 我们的方法

是借助于通常的有限元理论作为辅助分析. 然而, 当我们解决实际问题时, 辅助量 unh (n = 1, 2, . . . , N)

可以用从物理现象的试验抽取样本,经过插值 (或资料同化)得到的函数或已有的结果代替,求出 POD

基, 直接解问题 IV 使得定理 5 的误差满足实际问题的要求即可, 而不需解问题 III. 再不断将时间节

点往前外推, 求出外推节点的解, 并不断更新 POD 基, 就可以模拟出物理现象的未来发展规律.

5 数值例子

下面我们举例说明抛物型方程基于 POD 方法简化的时间二阶精度的 CN 有限元格式问题 IV 的

优越性.

考虑源项 f(x, y, t) = 1.9 exp−0.1π2t sin(πx) sin(πy) 和初始条件为 u(x, y, 0) = sinπx sinπy 的二维

的抛物型方程:
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= 1.9 exp−0.1π2t sin(πx) sin(πy), (x, y) ∈ Ω, 0 < t 6 T,

u(x, y, 0) = sinπx sinπy, (x, y) ∈ Ω,

u(x, y, t) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω, 0 < t 6 T,

其中 Ω = {(x, y); 0 < x < 2, 0 < y < 2} 而且 ∂Ω 表示 Ω 的边界.

我们首先将区域 Ω = {(x, y); 0 6 x 6 2, 0 6 y 6 2} 剖分为 200× 200 个边长为 △x = △y = 0.01

的小正方形, 然后在同一方向连结这些小正方形构成三角剖分 ℑh, 这时, 剖分的直径 h =
√
2 × 0.01.

为了使得 τ2 = O(h) 满足, 取 τ = 0.1, T = 200τ . 有限元空间 Xh 取为分片线性插值.

我们利用 CN 全离散格式问题 III 求出 n = 1, 2, . . . , 200, 即在时间 t = 1τ, 2τ, . . . , 200τ 的 unh 的

200 个数值解. 从 200 个数值解中每 10 个选出一个作为样本点构成 20 个瞬像, 用 Matlab 求出相应

的 20 个特征值并按从大到小排列, 对应的 20 个特征向量也按特征值的排序排列, 并按公式 (3.25) 构

造出 POD 基. 取前面最大的 6 个特征值对应的 POD 基张成的空间 Xd (d = 6) 代替有限元空间 Xh,

得到只有 6 个未知量的时间二阶精度的 CN 降维格式问题 IV. 分别用时间二阶精度的 CN 降维格式
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图 1 当 t = 10 的 POD 降维 CN 格式的解图

图 3 当 t = 20 的 POD 降维 CN 格式的解图

图 2 当 t = 10 的通常 CN 有限元的解图

图 4 当 t = 20 的通常 CN 有限元的解图

图 5 当 t = 10 和 t = 20 时, 取分片线性插值为有限元空间解问题 III 得到的解与不同的 POD 基时对应的 POD 降

维 CN 格式问题 IV 之间的解的 (log10) 误差图

问题 IV 求出在 t = 100τ 和 t = 200τ 时的解, 并将其解图画在图 1 和 3, 而图 2 和 4 是通常的时间二

阶精度的 CN 有限元格式问题 III 在 t = 100τ 和 t = 200τ 时的解图. 对比图 1 和图 2、图 3 和图 4,

它们两两之间非常相似, 但图 1 和 3 的效果更好. 图 5 是分别在 t = 10 和 t = 20 时, 取分片线性插值

为有限元空间解问题 III 得到的解与 20 个不同的 POD 基时对应的 POD 降维 CN 格式问题 IV 之间

的解的 (log10) 误差图.

当取 6 个 POD 基而且 τ = 0.1 时, 通过计算也得到 τ [
∑20
j=6 λj ]

1/2 + τ2 6 0.02. 通过比较通常的

CN 有限元格式问题 III 和用 6 个 POD 的降维 CN 格式问题 IV 当 t = 20 的数值模拟计算发现: 用
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分片线性插值为有限元空间解问题 III, 有 200 × 200 = 40000 个自由度 (即问题 III 含有 40000 个未

知量), 需要用 24 分钟计算时间; 而用含有 6 个 POD 基的降维格式问题 IV 只有 6 个自由度 (即问

题 IV 只含有 6 未知量), 只需要运行 6 秒钟. 即通常的时间二阶精度 CN 有限元格式问题 III 的计算

时间是 POD 降维的时间二阶精度 CN 有限元格式问题 IV 所用计算时间的 240 倍, 而且它们之间的

误差不超过 2× 10−2. 这就表明了数值结果与理论结果是相吻合的, 从而验证了我们的理论的正确性.

虽然我们的例子是在用通常 CN 有限元格式计算出数值解的基础上, 再用已知的数值解去构造

POD 和 CN 降维格式, 但是在计算实际问题时, 我们可以用实验抽样或用过去预报的已知结果作为

POD 方法的瞬像去构造 POD 基, 然后直接解 POD 基的降维 CN 格式, 而不用求解通常的 CN 有限

元格式. 这样, 计算量和计算时间就可以极大地减少. 因此, 这样的降维计算方法具有很重要的应用价

值.

附注 4 从数值模拟计算可知, 基于 POD 的降维的时间二阶精度的 CN 格式的时间步长可以取

为 Euler向后时间一阶精度的 POD降维格式 [24] 的 10倍,计算更远的时刻还是稳定的,由此可见,基

于 POD 的降维的时间二阶精度的 CN 格式比 Euler 向后时间一阶精度的 POD 降维格式更优越.

6 结论和展望

本文我们用 POD 基导出了抛物型问题的一种简化的时间二阶精度 CN 有限元格式, 并分析了通

常的时间二阶精度的 CN 有限元格式的解和用 POD 基简化的时间二阶精度的 CN 有限元格式的解

之间的误差, 而且从理论上分析了瞬像数目与总体解数目的关系, 这些都是对现有方法的改进和创新.

我们也用数值例子验证了我们的理论方法的正确性. 尽管我们的数值例子是用通常的时间二阶精度的

CN有限元格式的解去构造瞬像和 POD基,但是在解决实际问题时,我们可以用抽样的观测值通过插

值或资料同化去构造瞬像和 POD 基, 直接解简化时间二阶精度的问题 IV, 不必再解问题 III, 这样可

以大大地节省计算量和内存容量, 提高计算效率. 因此该方法有很广泛的应用前景. 虽然我们这里只

讨论了一个线性的抛物型问题, 但是我们的方法可以推广到更复杂的非线性问题的计算中去. 我们的

后续研究, 就是将 POD 方法应用于真实的天气预报和空气质量预报的数值模拟中去.

致谢 作者真诚感谢审稿人提出宝贵的修改意见.
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A reduced second-order time accurate finite element formulation based on

POD for parabolic equations

LUO ZhenDong, CHEN Jing, XIE ZhengHui, AN Jing & SUN Ping

Abstract A proper orthogonal decomposition (POD) method is applied to a usual second-order time accurate

Crank-Nicolson finite element (CNFE) formulation for parabolic equations such that it is reduced into a second-
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order time accurate CNFE formulation with fewer degrees of freedom and high enough accuracy. The errors

between the reduced second-order time accurate CNFE solutions and the usual second-order time accurate CNFE

solutions are analyzed. It is shown by numerical examples that the reduced second-order time accurate CNFE

formulation can greatly save degrees of freedom in a way that guarantees a sufficiently small errors between the

reduced second-order time accurate CNFE solutions and the usual second-order time accurate CNFE solutions.

The time step of the reduced second-order time accurate CNFE formulation is ten times that of the first-order

time accurate reduced finite element formulation such that it could obtain very quickly the numerical solution at

the moment wanted, alleviate the computer truncation error, and improve rate and accuracy in the computational

process. Moreover, it is also shown that the reduced second-order time accurate CNFE formulation is feasible

and efficient solving parabolic equations.

Keywords: proper orthogonal decomposition, Crank-Nicolson finite element formulation, error analysis,

parabolic equations
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